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Аннотация
Продемонстрирован способ нахождения асимптотики интегралов, возникающих
в механике деформируемого твёрдого тела.
Abstract
Nadezhda I. Aleksandrova, On the asymptotics of intergals arising in the study of the
wave motion in lattices.
We present a method for finding the asymptotics of integrals arising in solid
mechanics.
1. Динамика блочной среды
До последнего времени в геомеханике и геофизике широко применялась теория де-
формирования породного массива как однородной среды, динамика которой описыва-
ется хорошо разработанной линейной теорией распространения упругих волн. Серьёз-
ный повод к пересмотру сложившихся взглядов дают исследования последних лет, сви-
детельствующие о необходимости учёта в математических моделях, предназначенных
для геомеханики и сейсмики, блочного строения горных пород [1]. При этом горный
массив рассматривают как систему вложенных друг в друга блоков разных масштаб-
ных уровней, соединённых прослойками, состоящими из более слабых, трещиноватых
пород.
В простейшем случае динамику блочной среды изучают в маятниковом приближе-
нии, когда считают, что блоки несжимаемы, а все деформации и смещения происхо-
дят за счёт сжимаемости прослоек. Расчётной моделью в этом случае может служить
решётка масс, соединённых друг с другом пружинами. В рамках этой модели мы рас-
сматриваем антиплоскую деформацию двумерной квадратной решётки, состоящей из
масс величины M , соединённых пружинами длины L, имеющими одинаковые жёстко-
сти k в обоих направлениях [2]. Величины M , L, k приняты за единицы измерения.
1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследова-
ний (проект № 08–05–00509) и Сибирского отделения РАН (междисциплинарный интеграционный
проект № 74).
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22. Уравнения движения и их решение в изображениях
Уравнения движения масс имеют вид
u¨m,n = um+1,n + um−1,n + um,n+1 + um,n−1 − 4um,n +Q(t),
где um,n — перемещение масс в направлении, ортогональном плоскости решётки;m,n—
номера масс в направлении осей x, y; Q(t) = Q0 sin(ω∗t)H(t)δ(n)δ(m) — синусоидаль-
ная нагрузка частоты ω∗, приложенная в точке с координатами (0, 0); H — функция
Хевисайда; δ — функция Дирака.
Применяя дискретное преобразование Фурье по переменным m,n и преобразование
Лапласа по времени, получаем решение в изображениях
uLFmFn =
QLFmFn
p2 + 2(2− cos qx − cos qy) , Q
LFmFn =
Q0ω∗
p2 + ω2∗
.
Здесь L обозначает преобразование Лапласа с параметром p; Fm, Fn — дискретные
преобразования Фурье по m, n с параметрами qx, qy.
Обращая найденное выражение для uLFmFn по n, получаем
uLFmn =
Q0ω∗(B −
√
B2 − 1)|n|
2(p2 + ω2∗)
√
B2 − 1 , где B =
p2
2
+ 2− cos qx.
Обратить выражение для uLFmn в явном виде не представляется возможным. Будем
искать асимптотическое поведение возмущений при бесконечно большом времени с
начала процесса.
Частота ω = 2 является резонансной для данно7 решётки масс [2]. Положим ω∗ = 2
и p = s+ 2i. Тогда
uLFmn ∼
Q0(−1)n+1 exp (i|qxn|)
4s
√
sin2 qx + 4is cos qx
при s→ 0.
Здесь и далее формула v(z) ∼ w(z) при z → z0 означает, что limz→z0[v(z)− w(z)] = 0.
По формуле обращения для преобразования Фурье получим
uLm,n ∼
Q0(−1)n+1
4pis
∫ pi
0
cos(qxm) exp(iqx|n|)√
sin2 qx + 4is cos qx
dqx при s→ 0. (1)
Асимптотика интегралов (1) при s → 0, что соответствует t → ∞ в пространстве
оригиналов, имеет следующий вид:
a) если m+ n — чётное, то
uL0,0(s) ∼ −
Q0
4pis
ln
4
s
, u0,0(t) ∼ Q0
4pi
[ln(4t) + γ],
uLm,m(s) ∼
Q0(−1)m
4pis
[ln(s|m|) + γ], m 6= 0, (2)
um,m(t) ∼ Q0(−1)
m+1
4pi
ln
t
|m| , m 6= 0,
3uLm,n(s) ∼
Q0(−1)n
4pis
[ln(s|m2 − n2|) + 2γ], |m| 6= |n|, (3)
um,n(t) ∼ Q0(−1)
n+1
4pi
[ln
t
|m2 − n2| − γ], |m| 6= |n|,
где γ = 0.577 . . . — постоянная Эйлера;
b) если m+ n — нечётное, то
uLm,n(s) ∼
iQ0(−1)n+1
16s
, um,n(t) ∼ iQ0(−1)
n+1
16
. (4)
Подчеркнём, что формулы (2)–(4) точнее аналогичных асимптотик, полученных
в [2].
3. Нахождение асимптотики интеграла
Способ вычисления интегралов (1) продемонстрируем на примере более простого
интеграла [3], аналогичного (1) при m = n = 0:∫ pi
0
dq√
sin2 q + is
.
Положим
h(q, s) =
1√
sin2 q + is
.
Поскольку
h
(
pi
2
+ q, s
)
= h
(
pi
2
− q, s
)
для всех s > 0 и всех q ∈ [0, pi], то∫ pi
0
dq√
sin2 q + is
= 2
∫ pi/2
0
h(q, s) dq = 2
∫ ε
0
h(q, s) dq + 2
∫ pi/2
ε
h(q, s) dq, (5)
где ε > 0 — фиксированное достаточно малое число. Введём обозначения: h1(q, s) =
Reh(q, s) и h2(q, s) = Imh(q, s). Тогда h(q, s) = h1(q, s) + ih2(q, s),
h1(q, s) =
√√
sin4 q + s2 + sin2 q
2(sin4 q + s2)
, h2(q, s) =
√√
sin4 q + s2 − sin2 q
2(sin4 q + s2)
.
Вычислим по отдельности вещественную и мнимую части обоих интегралов в правой
части формулы (5):
2
∫ pi/2
ε
h1(q, s) dq ∼
s→+0
2
∫ pi/2
ε
dq
sin q
= 2 ln
(
1
tan(ε/2)
)
∼
ε→+0
ln
(
4
ε2
)
, (6)
2
∫ ε
0
h1(q, s) dq = 2
∫ ε
0
√√
sin4 q + s2 + sin2 q
2(sin4 q + s2)
dq ∼
ε→+0
4∼
ε→+0
2
∫ ε
0
√√
q4 + s2 + q2
2(q4 + s2)
dq
1
= 2
∫ ε/√s
0
√√
y4 + 1 + y2
2(y4 + 1)
dy
2
=
=
∫ ϕ(ε/√s)
1
dz√
z2 − 1 = ln
(√
ϕ2
(
ε√
s
)
− 1 + ϕ
(
ε√
s
))
∼
s→+0
ln
(
4
ε2
s
)
(7)
(в (7) использованы подстановки: q = y
√
s для получения равенства 1 и
√
y4 + 1+y2 =
z или, для краткости, z = ϕ(y) для получения равенства 2 );
2
∫ pi/2
ε
h2(q, s) dq ∼
s→+0
∫ pi/2
ε
s dq
sin3 q
→
s→+0
0, (8)
2
∫ ε
0
h2(q, s) dq = 2
∫ ε
0
√√
sin4 q + s2 − sin2 q
2(sin4 q + s2)
dq ∼
ε→+0
∼
ε→+0
2
∫ ε
0
√√
q4 + s2 − q2
2(q4 + s2)
dq
3
= 2
∫ ε/√s
0
√√
y4 + 1− y2
2(y4 + 1)
dy
4
=
= −
∫ ψ(ε/√s)
1
dz√
1− z2 = − arcsin z
∣∣∣∣
ψ(ε/
√
s)
1
∼
s→+0
pi
2
(9)
(в (9) использованы подстановки: q = y
√
s для получения равенства 3 и
√
y4 + 1−y2 =
z или, для краткости, z = ψ(y) для получения равенства 4 ).
Подставляя формулы (6)–(9) в (5) получаем∫ pi
0
dq√
sin2 q + is
∼ ln
(
16
s
)
+ i
pi
2
при s→ +0.
Приведённые выше асимптотики (2)–(4) интеграла (1) получены этим же способом.
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